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一个非线性带分布时滞尺度结构的

种群模型正稳态解的存在性
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摘　要：研究一个非线性的带分布时滞尺度结构的种群模型。此模型既考虑新生个体的产生过程中需要的不可
少的时间间隔，又考虑种群内部竞争的影响。利用算子半群的方法得到此模型正稳态解存在的充分条件。
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　　本文研究如下带分布时滞的具有尺度结构的非
线性的种群模型：

ｎ
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＋
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　　　∫
ｍ

０∫
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β（σ，ｘ，ｙ，Ｎ１（ｔ），Ｎ２（ｔ））·

　　　ｎ（ｔ＋σ，ｙ）ｄσｄｙ，ｘ∈［０，ｍ］，ｔ≥０，
γ（０，Ｎ１（ｔ），Ｎ２（ｔ））ｎ（ｔ，０）＝０，ｔ≥０，

ｎ（σ，ｘ）＝ｎ^（σ，ｘ），σ∈［－τ，０］，ｘ∈［０，ｍ
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（１）
上述模型中未知函数ｎ（ｔ，ｘ）表示的是尺度ｘ∈［０，

ｍ］的个体在ｔ∈［０，＋∞）时刻的种群密度，其中

ｍ＞０表示的是个体的最大尺度。Ｎ１（ｔ）＝∫
ｌ

０
ｎ（ｔ，

ｘ）ｄｘ和Ｎ２（ｔ）＝∫
ｍ

ｌ
ｎ（ｔ，ｘ）ｄｘ分别为较小尺度种群

和较大尺度种群在 ｔ∈ ［０，＋∞）时刻的总密度，

这里ｌ∈（０，ｍ）为固定常数。γ（ｘ，Ｎ１，Ｎ２）和 μ（ｘ，

Ｎ１，Ｎ２）为个体的生长率和死亡率，此处，生长率

和死亡率不但与个体的尺度有关，还与较小尺度种

群和较大尺度种群的总密度有关。假设在种群的繁

衍过程中有一个时间间隔 －σ（σ∈［－τ，０］，这里
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τ＞０为最大的时间间隔），β（σ，ｘ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２）为尺
度为ｙ的个体经过时间 －σ的孕育产生尺度为ｘ的
新生个体的繁衍概率，此繁衍概率也与较小尺度种

群和较大尺度种群的总密度有关。

另外，^ｎ（σ，ｘ）是给定的定义在［－τ，０］×［０，
ｍ］上的函数。本文记

ｎ^０（ｘ）＝ｎ^（０，ｘ）对于０≤ｘ≤ｍ （２）
问题 （１）是一个带分布时滞的具有尺度结构的非
线性的种群模型。在问题 （１）中，既考虑新生个
体的产生过程中需要的不可少的时间间隔，又考虑

种群内部竞争的影响。确切的说，问题 （１）的分
布时滞表示的是怀孕到生产或者产卵到孵化的时间

间隔，这个时间间隔可以从０变到τ（参见文 ［１－
５］），而且生长率γ、死亡率μ和繁衍概率 β都与
较小尺度种群和较大尺度种群的总密度相关。类似

问题 （１）的线性的带分布时滞的具有尺度结构的
种群模型的全局解的适定性和解的渐近性态已在文

［２］得出。问题 （１）正的全局解的存在性已在文
［４］得出。本文将研究问题 （１）正稳态解的存在
性。对于非线性的种群发展方程，正稳态解 （即

与时间无关的解）的存在性是很重要的问题，近

年来不少学者用不同的方法研究了一系列非线性的

不带时滞的种群发展方程的正稳态解的存在

性［６－９］。文 ［６］用计算的方法研究了一个非时滞
的带尺度结构的种群模型的正稳态解的存在性。文

［７－９］用算子半群的方法研究了一些非时滞的带
年龄结构或者尺度结构的种群模型的正稳态解的存

在性。本文主要利用文 ［７］和文 ［９］的算子半
群方法，研究问题 （１）的正稳态解的存在性，由
于此问题是带分布时滞的，需要一些改进，主要的

改进在将问题 （１）这个带分布时滞的种群模型正
稳态解的存在性问题转化为巴拿赫空间上的柯西问

题正稳态解的存在性问题。

本文对生长率γ、死亡率μ和繁衍概率β的假
设如下：

（Ｈ１）μ∈ Ｃ（［０，ｍ］×［０，＋∞）×［０，＋
∞）），μ≥０，而且由于环境资源和生存空间有限，
假设当较大尺度种群的总密度 Ｎ１或者较小尺度种
群的总密度Ｎ２趋于无穷大时，死亡率 μ也趋于无
穷大，即 ｌｉｍ

Ｎ１→∞
μ（·，Ｎ１，·）＝＋∞，而且 ｌｉｍＮ２→∞

μ（·，·，

Ｎ２）＝＋∞；
（Ｈ２）γ∈ Ｃ（［０，ｍ］×［０，＋∞）×［０，＋

∞）），存在常数 γ０ ＞０，使得对于所有的 ｘ∈ ［０，
ｍ］，Ｎ１∈［０，＋∞）和Ｎ２∈［０，＋∞），都有γ（ｘ，
Ｎ１，Ｎ２）≥γ０。γ对于ｘ存在一阶偏导数γｘ∈Ｃ（［０，

ｍ］×［０，＋∞）×［０，＋∞）），并且存在常数γ１＞
０，使得对于所有的ｘ∈［０，ｍ］，Ｎ１∈［０，＋∞）和
Ｎ２∈［０，＋∞），都有 γｘ（ｘ，Ｎ１，Ｎ２）≤γ１。

（Ｈ３）β∈Ｃ（［－τ，０］×［０，ｍ］×［０，ｍ］×［０，
＋∞）×［０，＋∞）），β≥０，并且当ｙ＞ｘ时，β（·，
ｘ，ｙ，·，·）＞０。

１　问题转化
本节将问题 （１）正稳态解的存在性问题转化

为巴拿赫空间上的柯西问题正稳态解的存在性问

题。可在文 ［１－３］中找到相似的转化方法。
引入如下巴拿赫空间：

Ｘ Ｌ１［０，ｍ］，其模为 ｕＸ ＝∫
ｍ

０
ｕ（ｘ）ｄｘ；

Ｘ１ Ｌ１［０，ｌ］，其模为 ｕＸ１
＝∫

ｌ

０
ｕ（ｘ）ｄｘ；

Ｘ２ Ｌ１［ｌ，ｍ］，其模为 ｕＸ２
＝∫

ｍ

ｌ
ｕ（ｘ）ｄｘ；

Ｙ ｛ｕ∈Ｗ１，１（０，ｍ）：ｕ（０）＝０｝，其模为

ｕＹ ＝∫
ｍ

０
ｕ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｍ

０
ｕ′（ｘ）ｄｘ；

Ｅ Ｌ１（［－τ，０］，Ｘ）
其模为

珘ｕＥ ＝∫
ｍ

０∫
０

－τ
珘ｕ（σ，ｘ）ｄσｄｘ

对于给定的 ｖ∈ Ｘ，令 Ｖ１ ＝∫
ｌ

０
ｖ（ｘ）ｄｘ和 Ｖ２ ＝

∫
ｍ

ｌ
ｖ（ｘ）ｄｘ，定义算子Ａ（Ｖ１，Ｖ２）：Ｙ→Ｘ，Ｂ（Ｖ１，Ｖ２）：Ｘ→Ｘ

和Φ（Ｖ１，Ｖ２）：Ｅ→Ｘ：
Ａ（Ｖ１，Ｖ２）ｕ （－γ（·，Ｖ１，Ｖ２）ｕ）′对于ｕ∈Ｘ；
Ｂ（Ｖ１，Ｖ２）ｕ －μ（·，Ｖ１，Ｖ２）ｕ对于 ｕ∈ Ｘ；　

　Φ（Ｖ１，Ｖ２）珘ｕ＝∫
ｍ

０∫
０

－τ
β（σ，·，ｙ，Ｖ１，Ｖ２）珘ｕ（ｔ＋σ，ｙ）ｄσｄｙ对

于珘ｕ∈Ｅ
对于给定的 ｖ∈ Ｘ，有 Ａ（Ｖ１，Ｖ２）∈ Ｌ（Ｙ，Ｘ），

Ｂ（Ｖ１，Ｖ２）∈Ｌ（Ｘ）和 Φ（Ｖ１，Ｖ２）∈ Ｌ（Ｅ，Ｘ）。利用以上
记号，将问题 （１）重新写为巴拿赫空间Ｘ上的延
迟微分方程的初边值问题：

ｄｎ（ｔ）
ｄｔ ＝（Ａ（Ｎ１，Ｎ２）＋Ｂ（Ｎ１，Ｎ２））ｎ（ｔ）＋

　　　　Φ（Ｎ１，Ｎ２）ｎｔ，　ｔ≥０，

ｎ（０）＝ｎ^０，

ｎ０ ＝ｎ^













，

（３）

　　此处ｎ：［０，＋∞）→Ｘ定义为ｎ（ｔ） ｎ（ｔ，·）；
ｎｔ：［－τ，０）→ Ｘ定义为 ｎｔ（σ） ｎ（ｔ＋σ），σ∈
［－τ，０］，而且

５４
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Ｎ１（ｔ）＝∫
ｌ

０
ｎ（ｔ，ｘ）ｄｘ，Ｎ２（ｔ）＝∫

ｍ

ｌ
ｎ（ｔ，ｘ）ｄｘ

　　接下来，引入巴拿赫空间Ｅ上如下算子：

（Ｇ珘ｕ）（σ） ｄ
ｄσ
珘ｕ，定义域

Ｄ（Ｇ）＝Ｗ１，１（［－τ，０］，Ｘ），
Ｑ珘ｕ 珘ｕ（０）对于珘ｕ∈Ｄ（Ｇ）

注意到Ｇ∈Ｌ（Ｄ（Ｇ），Ｅ）且Ｑ∈Ｌ（Ｄ（Ｇ），Ｘ）。令
Ｘ ｛（珘ｕ，ｕ）Ｔ 珘ｕ∈Ｅ，ｕ∈Ｘ｝

其模为 （珘ｕ，ｕ）Ｔ Ｘ ＝ 珘ｕＥ＋ ｕＸ；

Ｙ ｛（珘ｕ，ｕ）Ｔ｜（珘ｕ，ｕ）∈
Ｗ１，１（［－τ，０］，Ｘ）×Ｗ１，１（０，ｍ），

Ｑ珘ｕ＝ｕ，ｕ（０）＝０｝
其模为 （珘ｕ，ｕ）Ｔ Ｙ ＝ 珘ｕＥ＋ σ珘ｕＥ＋ ｕＹ

定义算子Ａ（Ｖ１，Ｖ２）：Ｙ→Ｘ：

Ａ（Ｖ１，Ｖ２）Ｕ
Ｇ ０

Φ（Ｖ１，Ｖ２） Ａ（Ｖ１，Ｖ２）＋Ｂ（Ｖ１，Ｖ２( )
）

珘( )ｕｕ
对于

Ｕ＝
珘( )ｕｕ∈Ｙ

对于给定的Ｖ＝（珓ｖ，ｖ）Ｔ∈ Ｘ，有 Ａ（Ｖ１，Ｖ２）∈ Ｌ（Ｙ，
Ｘ）。

利用以上记号，将问题 （３）重新写为巴拿赫
空间Ｘ的柯西问题：

Ｕ′（ｔ）＝Ａ（Ｕ１，Ｕ２）Ｕ（ｔ），ｔ＞０，

Ｕ（０）＝Ｕ０
{

，
（４）

此处Ｕ（ｔ）＝
ｎｔ
ｎ（ｔ( )
）
，Ｕ０ ＝

ｎ^
ｎ^( )
０

其中 ｎ^０由式 （２）给出，而且

Ｕ１（ｔ）＝∫
ｌ

０
ｎ（ｔ，ｘ）ｄｘ，Ｕ２（ｔ）＝∫

ｍ

ｌ
ｎ（ｔ，ｘ）ｄｘ

　　于是问题 （１）的正稳态解的存在性问题，可
以转化成如下问题解的存在性问题：

Ｕ′（ｔ）＝０＝Ａ（Ｕ１，Ｕ２）Ｕ，

Ｌ（Ｕ）＝（Ｕ１，Ｕ２），

０≠Ｕ∈Ｘ＋
{

，

（５）

此处，算子Ｌ：Ｘ→Ｒ２＋的定义如下：
Ｌ（Ｕ）＝（ｕＸ１

，ｕＸ２
）

对于

Ｕ＝（珘ｕ，ｕ）Ｔ∈Ｘ

２　正稳态解的存在性
本节首先考虑β可以分离的特殊情况，即
β（σ，ｘ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２）＝β１（ｘ）β２（σ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２）

或者

β（σ，ｘ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２）＝β３（ｘ，Ｎ１，Ｎ２）β４（σ，ｙ）
或者

β（σ，ｘ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２）＝β５（ｘ，Ｎ１）β６（σ，ｙ，Ｎ２）
或者

β（σ，ｘ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２）＝β７（ｘ，Ｎ２）β８（σ，ｙ，Ｎ１）
利用文 ［７］中的定理 ２５给出以上情况下问题
（５）有解的充分条件。然后再用文 ［９］中的算子
扰动的方法给出β为一般情况下问题 （５）有解的
充分条件。

这里以

β（σ，ｘ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２）＝β１（ｘ）β２（σ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２）
或者

β（σ，ｘ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２）＝β３（ｘ，Ｎ１，Ｎ２）β４（σ，ｙ）
为例，其余的特殊情况的分析过程和结论类似。给

出以下假设 （Ｈ４）和 （Ｈ４）′：
（Ｈ４）β（σ，ｘ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２） ＝β１（ｘ）β２（σ，ｙ，Ｎ１，

Ｎ２），而且由于环境资源和生存空间有限，假设当
较大尺度种群的总密度 Ｎ１或者较小尺度种群的总
密度 Ｎ２趋于无穷大时，繁衍概率 β趋于 ０，即
ｌｉｍ
Ｎ１→∞
β２（·，·，Ｎ１，·）＝０而且 ｌｉｍＮ２→∞

β２（·，·，·，Ｎ２）＝

０。
（Ｈ４）′β（σ，ｘ，ｙ，Ｎ１，Ｎ２）＝β３（ｘ，Ｎ１，Ｎ２）β４（σ，

ｙ），而且由于环境资源和生存空间有限，假设当较
大尺度种群的总密度 Ｎ１或者较小尺度种群的总密
度Ｎ２ 趋于无穷大时，繁衍概率 β趋于 ０，即
ｌｉｍ
Ｎ１→∞
β３（·，Ｎ１，·）＝０而且 ｌｉｍ

Ｎ２→∞
β３（·，·，Ｎ２）＝０。

利用文 ［７］中的定理２５给出以上情况下问
题 （５）有解的充分条件。为此需证明对于任意给
定的（Ｕ１，Ｕ２）∈Ｒ

２
＋，线性算子 Ａ（Ｕ１，Ｕ２）生成正的，

最终紧的和不可简化的有界线性算子的半群以及其

谱上界ｓ（Ａ（Ｕ１，Ｕ２））具有如下性质：
（Ｐ１）当 （Ｕ１，Ｕ２）＝（０，０）时，ｓ（Ａ（Ｕ１，Ｕ２））＞

０；
（Ｐ２）存在常数Ｒ＞０，使得当 （Ｕ１，Ｕ２） ＞Ｒ

时，ｓ（Ａ（Ｕ１，Ｕ２））＜０。
引理１　假设条件 （Ｈ１） － （Ｈ３）成立，对

于任意给定的（Ｕ１，Ｕ２）∈Ｒ
２
＋，线性算子Ａ（Ｕ１，Ｕ２）生

成正的，最终紧的和不可简化的有界线性算子的半

群。

证明　由文 ［２］中的引理３１，引理３２和
引理３５可知，对于任意给定的 （Ｕ１，Ｕ２）∈ Ｒ

２
＋，

线性算子Ａ（Ｕ１，Ｕ２）生成正的，最终紧的和不可简化
的强连续算子半群 （Ｔ（ｔ））ｔ≥０。特别地，由文 ［４］

６４
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的引理 ３２可知，存在常数 Ｍ≥ １，α∈ Ｒ，
Ｔ（ｔ）≤Ｍｅαｔ。由半群（Ｔ（ｔ））ｔ≥０的最终紧性 （参

见文 ［１０］）可知，存在ｔ０＞０，当ｔ≥ｔ０时，Ｔ（ｔ）
为紧算子，所以当０≤ｔ＜ｔ０时， Ｔ（ｔ）≤ Ｍｅα

ｔ０，

而当ｔ≥ｔ０时，Ｔ（ｔ）是有界的，于是对任意的 ｔ≥
０，Ｔ（ｔ）都是有界的。综上所述，引理１得证。

引理２　对于任意给定的（Ｕ１，Ｕ２）∈Ｒ
２
＋，λ∈

Ｃ是线性算子Ａ（Ｕ１，Ｕ２）的特征值当且仅当 λ是特征
方程Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）＝１的解。此处

Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）＝∫
ｍ

０∫
０

－τ
ｅλσβ２（σ，ｘ，Ｕ１，Ｕ２）·

∫
ｘ

０

β１（ｓ）Ｅλ（ｘ，Ｕ１，Ｕ２）
Ｅλ（ｓ，Ｕ１，Ｕ２）γ（ｓ，Ｕ１，Ｕ２）

ｄｓｄσｄｘ

其中

Ｅλ（ｘ，Ｕ１，Ｕ２）＝

ｅｘｐ－∫
ｘ

０

λ＋μ（ｓ，Ｕ１，Ｕ２）＋γ′（ｓ，Ｕ１，Ｕ２）
γ（ｓ，Ｕ１，Ｕ２）

ｄ{ }ｓ
　　证明　对于任意给定的（Ｕ１，Ｕ２）∈Ｒ

２
＋，考虑

特征值方程

（λＩ－Ａ（Ｕ１，Ｕ２））Ｕ＝０

　　令Ｕ＝（珘ｕ（σ，ｘ），ｕ（ｘ））Ｔ，上述方程可写为：

λ珘ｕ（σ，ｘ）－σ
珘ｕ（σ，ｘ）＝０，

　　　　 －τ＜σ＜０，０＜ｘ＜ｍ，

λｕ（ｘ）＋ｄｄｘ（γ（ｘ，Ｕ１，Ｕ２）ｕ（ｘ））＝

　　　　 －μ（ｘ，Ｎ１（ｔ），Ｎ２（ｔ）ｕ＋

　　　∫
ｍ

０
β１（ｘ）β２（σ，ｙ，Ｕ１，Ｕ２）珘ｕ（ｔ＋σ，ｙ）ｄσｄｙ，

　　　０＜ｘ＜ｍ，
珘ｕ（０，ｘ）＝ｕ（ｘ），０＜ｘ＜ｍ，
γ（０，Ｕ１，Ｕ２）ｕ（０）＝





















０
上述方程的解为

珘ｕ（σ，ｘ）＝ｅλσｕ（ｘ），

ｕ（ｘ）＝Ｅλ（ｘ，Ｕ１，Ｕ２）∫
ｘ

０

β１（ｓ）
Ｅλ（ｓ，Ｕ１，Ｕ２）γ（ｓ，Ｕ１，Ｕ２）

·

∫
ｍ

０∫
０

－τ
β２（σ，ｙ，Ｕ１，Ｕ２）ｅλσｕ（ｙ）ｄσｄｙｄｓ

上式两边分别乘上ｅλσβ２（σ，ｘ，Ｕ１，Ｕ２），然后分别对
ｘ和σ从０到ｍ和 －τ到０积分，可得

∫
ｍ

０∫
０

－τ
ｅλσβ２（σ，ｘ，Ｕ１，Ｕ２）ｕ（ｘ）ｄσｄｘ＝

∫
ｍ

０∫
０

－τ
ｅλσβ２（σ，ｘ，Ｕ１，Ｕ２）ｕ（ｘ）ｄσｄｙ·

∫
ｍ

０∫
０

－τ
ｅλσβ２（σ，ｘ，Ｕ１，Ｕ２）·

∫
ｘ

０

Ｅλ（ｘ，Ｕ１，Ｕ２）β１（ｓ）
Ｅλ（ｘ，Ｕ１，Ｕ２）γ（ｓ，Ｕ１，Ｕ２）

ｄｓｄσｄｘ

　　于是可知，λ∈Ｃ是线性算子Ａ（Ｕ１，Ｕ２）的特征值
当且仅当λ是特征方程Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）＝１的解。

引理３　假设条件 （Ｈ１） － （Ｈ３）成立，对
于任意给定的 （Ｕ１，Ｕ２）∈ Ｒ

２
＋，谱上界 ｓ（Ａ（Ｕ１，Ｕ２））

为使得Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）＝１的唯一的实数λ０。
证明　对于任意给定的 （Ｕ１，Ｕ２）∈ Ｒ

２
＋，函数

Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）关于λ在（－∞，＋∞）上是连续的和严
格单调递减的，并且 ｌｉｍ

λ→＋∞
Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ） ＝０以及

ｌｉｍ
λ→－∞
Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）＝＋∞。于是，方程Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）＝

１有唯一实数解 λ０。由 ｓ（Ａ（Ｕ１，Ｕ２））的定义可知，
λ０ ＝ｓ（Ａ（Ｕ１，Ｕ２））。

定理１　假设条件 （Ｈ１） － （Ｈ４）成立，并
且

∫
ｍ

０∫
０

－τ
β２（σ，ｘ，０，０）∫

ｘ

０

β１（ｓ）
γ（ｓ，０，０）

·

ｅｘｐ－∫
ｘ

ｓ

μ（ｒ，０，０）＋γ′（ｒ，０，０）
γ（ｒ，０，０）

ｄ{ }ｒｄｓｄσｄｘ＞１
则问题 （５）有解。

证明　当（Ｕ１，Ｕ２）＝（０，０）时，Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（０）＞
１。于是由函数Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）关于λ在（－∞，＋∞）
上的 连 续 性 和 严 格 单 调 递 减 性 以 及 ｌｉｍ

λ→＋∞

Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）＝０可得，Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）＝１有唯一实数
解λ０＝ｓ（Ａ（Ｕ１，Ｕ２））＞０。又由条件 （Ｈ１） －（Ｈ４）
可得， ｌｉｍ

（Ｕ１，Ｕ２） →∞
Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（０）＝０，于是存在常数 Ｒ

＞０，使得当 （Ｕ１，Ｕ２） ＞Ｒ时，Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（０）＜１，
Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）关于λ在（－∞，＋∞）上的连续性和严
格单调递减性以及 ｌｉｍ

λ→－∞
Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）＝＋∞ 可得，

Ｋ（Ｕ１，Ｕ２）（λ）＝１有唯一实数解 λ０ ＝ｓ（Ａ（Ｕ１，Ｕ２））＜
０。综上所述，满足性质（Ｐ１）－（Ｐ２），根据引理 １
和 ［７］中的定理２５，则问题 （５）有解。

定理２　假设条件（Ｈ１）－（Ｈ３）以及（Ｈ４）′成
立，并且

∫
ｍ

０∫
０

－τ
β４（σ，ｘ）∫

ｘ

０

β３（ｓ，０，０）
γ（ｓ，０，０）

·

ｅｘｐ－∫
ｘ

ｓ

μ（ｒ，０，０）＋γ′（ｒ，０，０）
γ（ｒ，０，０）

ｄ{ }ｒｄｓｄσｄｘ＞１
则问题 （５）有解。

证明　同定理１（略）。
接下来给出β为一般情况下问题 （５）有解的

充分条件。

定理３　假设条件 （Ｈ１） － （Ｈ３）以及以下
的两个假设条件成立：

７４
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（Ｈ５）存在（Ｕ－１，Ｕ
－
２）∈Ｒ

２
＋，使得

β１（ｘ）β２（σ，ｙ，Ｕ
－
１，Ｕ

－
２）≤

β（σ，ｘ，ｙ，Ｕ－１，Ｕ
－
２），σ∈［－τ，０］，ｘ，ｙ∈［０，ｍ］

而且

∫
ｍ

０∫
０

－τ
β２（σ，ｘ，Ｕ

－
１，Ｕ

－
２）∫

ｘ

０

β１（ｓ）
γ（ｓ，Ｕ－１，Ｕ

－
２）
·

ｅｘｐ－∫
ｘ

ｓ

μ（ｒ，Ｕ－１，Ｕ
－
２）＋γ′（ｒ，Ｕ

－
１，Ｕ

－
２）

γ（ｒ，Ｕ－１，Ｕ
－
２）

ｄ{ }ｒｄｓｄσｄｘ＞１
　　 （Ｈ６）存在

（Ｕ＋１，Ｕ
＋
２）∈Ｒ

２
＋

使得

β１（ｘ）β２（σ，ｙ，Ｕ
＋
１，Ｕ

＋
２）≥β（σ，ｘ，ｙ，Ｕ

＋
１，Ｕ

＋
２），

σ∈［－τ，０］，ｘ，ｙ∈［０，ｍ］
而且

∫
ｍ

０∫
０

－τ
β２（σ，ｘ，Ｕ

＋
１，Ｕ

＋
２）∫

ｘ

０

β１（ｓ）
γ（ｓ，Ｕ＋１，Ｕ

＋
２）
·

ｅｘｐ－∫
ｘ

ｓ

μ（ｒ，Ｕ＋１，Ｕ
＋
２）＋γ′（ｒ，Ｕ

＋
１，Ｕ

＋
２）

γ（ｒ，Ｕ＋１，Ｕ
＋
２）

ｄ{ }ｒｄｓｄσｄｘ＜１
则问题 （５）有解。

证明　根据引理３和定理１中的计算和分析以
及谱的扰动理论 （见文 ［７］中的推论 ＶＩ１１１），
由条件 （Ｈ５）可得，ｓ（Ａ（Ｕ－１，Ｕ－２）） ＞０，由条件
（Ｈ６）可得，ｓ（Ａ（Ｕ＋１，Ｕ＋２）） ＜０。于是可知，存在

（Ｕ１，Ｕ２）∈ Ｒ２＋， 使 得 ｓ（Ａ（Ｕ１，Ｕ２）） ＝ ０， 即
Ａ（Ｕ１，Ｕ２）Ｕ＝０（参见文 ［９］中的定理６），则问题
（５）有解。可参见文 ［１１］中同样的方法。

定理４　假设条件 （Ｈ１） － （Ｈ３）以及以下
的两个假设条件成立：

（Ｈ７）存在 （Ｕ－１，Ｕ
－
２）∈ Ｒ

２
＋，使得 β３（ｘ，Ｕ

－
１，

Ｕ－２）β４（σ，ｙ）≤β（σ，ｘ，ｙ，Ｕ
－
１，Ｕ

－
２），σ∈［－τ，０］，ｘ，

ｙ∈［０，ｍ］，而且

∫
ｍ

０∫
０

－τ
β４（σ，ｘ）∫

ｘ

０

β３（ｓ，Ｕ
－
１，Ｕ

－
２）

γ（ｓ，Ｕ－１，Ｕ
－
２）
·

ｅｘｐ－∫
ｘ

ｓ

μ（ｒ，Ｕ－１，Ｕ
－
２）＋γ′（ｒ，Ｕ

－
１，Ｕ

－
２）

γ（ｒ，Ｕ－１，Ｕ
－
２）

ｄ{ }ｒｄｓｄσｄｘ＞１
　　 （Ｈ８）存在（Ｕ＋１，Ｕ

＋
２）∈Ｒ

２
＋，使得

β３（ｘ，，Ｕ
＋
１，Ｕ

＋
２）β４（σ，ｙ）≥β（σ，ｘ，ｙ，Ｕ

＋
１，Ｕ

＋
２），

σ∈［－τ，０］，ｘ，ｙ∈［０，ｍ］
而且

∫
ｍ

０∫
０

－τ
β４（σ，ｘ）∫

ｘ

０

β３（ｓ，Ｕ
＋
１，Ｕ

＋
２）

γ（ｓ，Ｕ＋１，Ｕ
＋
２）
·

ｅｘｐ－∫
ｘ

ｓ

μ（ｒ，Ｕ＋１，Ｕ
＋
２）＋γ′（ｒ，Ｕ

＋
１，Ｕ

＋
２）

γ（ｒ，Ｕ＋１，Ｕ
＋
２）

ｄ{ }ｒｄｓｄσｄｘ＜１
则问题 （５）有解。

证明　同定理３（略）。
根据β的分离情况还可以提出类似定理３和定

理４的充分条件，这里不一一累述。
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